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1. Vamos relaionar os difereniais dos vários poteniais magnétios. En-

ergia interna: dU = TdS +HdM , entalpia: dH = TdS −MdH , ener-

gia livre de Helmholtz: dF = −SdT +HdM e energia livre de Gibbs:

dG = −SdT −MdH . Temos:
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2. Vamos reduzir a derivada:
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A derivada do denominador está relaionada om CH . A do numerador

reduzimos usando uma relação de Maxwell do exeríio 1:

(

∂S

∂H

)

T

=

(

∂M

∂T

)

H

= A,

onde A é o oe�iente magnetotérmio de�nido na expressão (13.28)

do livro texto.

3. a) Temos a função de Brillouin para um paramagneto omposto de

imãs elementares de spin J :

B(x) =
2J + 1

2J
coth

(
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2J
x
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.

Vemos que, omo coth é uma função impar, B(−x) = −B(x). Por

outro lado, a derivada de B(x) em relação a x é:

B′(x) =
(

2J + 1

2J

)2
[
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]

−
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.

Vemos que B′(x) é uma função par, se anula apenas em x → ±∞ tem

seu máximo em x = 0 e limx→0B
′(x) = (J +1)/3J . Assim, onluimos

que B′(x) ≥ 0 e B(x) é monot�nia resente. Como limx→∞ coth(x) =
1 teremos que:

lim
x→∞

B(x) =
2J + 1

2J
−

1

2J
= 1.

b) Considerando o primeiro termo não nulo da série de Taylor de B(x),
teremos:

B(x) ≈ B′(0)x =
J + 1

3J
x.

) Para J = 1/2, vem:

B(x) = 2 coth(2x)−coth(x) = 2
e2x + e−2x

e2x − e−2x
−
ex + e−x

ex − e−x
=

(ex − e−x)2

(ex + e−x)(ex − e−x)
= tanh(x).

d) Temos que, no limite J → ∞:

lim
J→∞

2J + 1

2J
= 1
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e

lim
J→∞

1

2J
coth

(

x

2J

)

=
1

x
.

Logo:

lim
J→∞

B(x) = coth(x)−
1

x
= L(x).

4. a) Derivando a entropia, vem:

1

T
=

∂s

∂u
=

3R
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ln

(

x+ 1/2
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)

,

onde de�nimos

x =
u

NAh̄ω
.

Invertendo essa expressão, obtemos:

u = NAh̄ω
(

1

2
+

1

ey − 1

)

,

onde

y =
NAh̄ω

3RT
.

Limite de baixas temperaturas (y ≫ 1): u ≈ NAh̄ω/2.

Limite de altas temperaturas (y ≪ 1): ey ≈ 1+y e, portanto, u ≈ 3RT .

b) Substituindo a expressão da energia interna na da entropia, vem:

s(T ) = 3R
[

yey

ey − 1
− ln(ey − 1)

]

.

Quando T → 0, y → ∞, e teremos

lim
y→∞

s = 3R[y − y] = 0,

de aordo om a lei de Nernst.

) Podemos alular

c =
∂u

∂T
= 3Ry2

ey

(ey − 1)2
.

Altas temperaturas (y ≪ 1): ey ≈ 1 + y e, portanto, c ≈ 3R.

Baixas temperaturas (y ≫ 1): c ≈ 3Ry2e−y
, que se anula exponenial-

mente (tome o logaritmo dos dois lados para se onvener disso).
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5. a) Vamos fazer uma antitransformada de Legendre: u = f+Ts. Temos,

usando a energia livre dada, que:

s = −
∂f

∂T
= 3R ln(1− ex)−

3Rx

ex − 1
− RD(x) +RxD′(x),

onde hamamos x = θD/T . Por outro lado, podemos alular a derivada:

D′(x) = −
9

x4

∫ x

0

ξ3

eξ − 1
dξ +

3x3

x3(ex − 1)
=

−
3

x
D(x) +

3

ex − 1
.

Sustituíndo isso na expressão da entropia, vem:

s = −3R ln(1− e−x) + 4RD(x).

Daí podemois obter u = f + Ts = u0 + 3RTD(x).

b) Temos:

c =
∂u

∂T
= 3R[D(x)− xD′(x)] =

3R
(

4D(x)−
3x

ex − 1

)

.

É possível mostrar, om algum trabalho, que a expressão entre parên-

tesis orresponde à função C(x) de�nida na expressão (6.13) do livro

texto.

) Vamos ver o que aontee nos dois limites:

Altas temperaturas (x ≪ 1): Notamos que para valores muito pequenos

de x podemos substituir eξ por 1 + ξ na expressão de D(x). Então:

D(x) ≈
3

x3

∫ x

0

ξ2dξ = 1.

Portanto, nesse limite,

f ≈ u0 + 3RT ln(x),

u ≈ 3RT,

c ≈ 3R.

Baixas temperaturas (x ≫ 1): Neste limite podemos substituir o limite

superior da integral na expressão de D(x) por ∞ e efetuar a integral,

o que nos leva a:

D(x) ≈
π4

5x3
.
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Assim, nesse limite,

f ≈ u0 −RT
π4

5x3
,

u ≈ u0 + 3RT
π4

5x3
,

c ≈
12Rπ4

5x3
.
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